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Introductie

Topologie vormt de kern van vele vakgebieden binnen de wiskunde. Wel heeft topologie zijn beperkingen.
Dit is waarom gecondenseerde verzamelingen zijn ontdekt. Gecondenseerde verzamelingen bieden ons een
manier om topologieén te vervangen en helpen ons als we bijvoorbeeld kijken naar abelse groepen met een
topologie.

In hoofdstuk één zullen wij het begrip van een product van een eindig aantal topologische ruimten gaan
uitbreiden naar oneindige producten. We zullen zien dat er meerdere manieren zijn om zo een product
de definiéren. Wel zullen we zien dat sommige definities handiger zijn dan anderen, omdat ze aan betere
eigenschappen voldoen. Aan het einde van het hoofdstuk zullen we ook de stelling van Tychonoff bewijzen.

In hoofdstuk twee zullen wij met behulp van het oneindige product uit hoofdstuk 1 de categorie van pro-
eindige verzamelingen introduceren. Ook geven we een karakterisatie van pro-eindige verzamelingen.

De eerste twee hoofdstukken fungeren als voorbereiding op het derde hoofdstuk. In het derde hoofdstuk
zullen wij gecondenseerde verzamelingen gaan introduceren. We zullen ook laten zien hoe we een gecon-
denseerde verzameling vanuit een topologische ruimte kunnen construeren. Omgekeerd zullen we ook zien
hoe topologische ruimtes benaderd kunnen worden vanuit gecondenseerde verzamelingen. Aan het einde
van het hoofdstuk zullen we gaan kijken wat er gebeurt als we de topologie proberen te benaderen van een
gecondenseerde verzameling, die gecre€erd is vanuit een topologie. We zullen zien dat deze benadering alleen
goed gaat met sequentiele topologieén. Dit laatste is eigen werk. In de bronnen wordt er namelijk alleen
gezegd hoe goed de benadering gaat als we kijken naar sequentiele topologieén. Er wordt niks gezegd over
de benadering bij andere topologieén.

Voor deze scriptie is het aan te raden om een goed begrip te hebben van topologie. Alle basis-feiten in
de topologie zullen aangenomen worden als algemene kennis. Daarnaast is het ook belangrijk om een goed
begrip te hebben van categorieéntheorie. Categorieén, functoren, morfismes tussen categorieén, links- en
rechtsgeadjugeerde functoren en equalizers zijn allemaal begrippen die we zullen beschouwen als algemene
kennis.

Conventies

Hier geven we wat conventies die voor deze hele tekst zullen gelden:
e N={0,1,2,...}
e Wat wij als pro-eindige verzamelingen beschouwen wordt doorgaands een lichte pro-eindige verzameling
genoemd (zie opmerking [2.5)).

e Wat wij als gecondenseerde verzamelingen beschouwen wordt doorgaands een lichte gecondenseerde
verzameling genoemd (zie opmerking (3.2)).

e Als wij het product nemen van topologische ruimtes doen we dit altijd met de producttopologie (zie
definitie [1.7)), tenzij anders vermeld wordt.



INHOUDSOPGAVE



Hoofdstuk 1

De Producttopologie

In dit hoofdstuk zullen wij het begrip van een product van topologische ruimten uitbreiden naar een oneindig
product. Eerst zullen we twee equivalente definities van het eindige product herhalen. Als we deze twee
definities uitbreiden naar een oneindige variant, zullen we zien dat die twee verschillende topologieén ople-
veren. Eén daarvan noemen wij de doostopologie. Zoals we zullen zien is dit geen “handige”definitie. Wat
we hiermee bedoelen is dat de doostopologie vaak niet voldoet aan de eigenschappen van de componenten.
De andere heet de producttopologie en is wel “handig”. Dit betekent dat de producttopologie wel voldoet
aan veel eigenschappen van de componenten. We zullen veel van deze eigenschappen bewijzen. Deze zullen
later wanneer we het hebben over pro-eindige verzamelen erg nuttig zijn.

De belangrijkste eigenschap waar het product aan voldoet is dat het product van compacte ruimtes weer
compact is. Dit is bewezen door Andrej Tychonov in 1930. Om dit te bewijzen zullen wij het begrip van een
net introduceren. Met behulp van een net kunnen wij een heel eenvoudige karakterisatie geven van compacte
ruimtes. Met behulp van het lemma van Zorn kunnen we bewijzen dat als de componenten van een product
voldoen aan de karakterisatie, dat het product zelf ook moet voldoen aan de karakterisatie. Hieruit volgt
dan de stelling van Tychonov.

De definities van de producttopologie (zie definitie en die van de doostopologie (zie definitie |1.4)) komen
uit [I]. De eigenschappen waar de product topologie aan voldoet komen ook uit [I], maar de bewijzen zijn
bijna altijd volledig eigen werk.

Het bewijs van Tychonov is gebasseerd op [3]. Wel is het zo dat er in deze bron op een aantal plekken wat
grotere stappen gemaakt worden, zonder het verder toe te lichten. Wij zullen daarentegen elke stap in detail
belichten.

1.1 Eindige producten

Voordat we kunnen kijken naar een algemene vorm van de producttopologie is het eerst handig om te
herhalen wat de producttopologie is voor eindige producten. We zullen deze topologie opnieuw definiéren en
wat eigenschappen dat het aan voldoet benoemen. De producttopologie is als volgt gedefinieerd .

Definitie 1.1. Zij (X, 7x) en (Y,Ty) twee topologische ruimten. Het product van (X, 7x) en (Y,7y) is
gedefinieerd als (X x Y, Tx vy ), waarbij:

Txxy = <U><V|U€TX7VETy>.

In woorden is de producttopologie de kleinste topologie zodat het cartesisch product van opens in X met
opens in Y open zijn in X X Y. We kunnen nu ook twee afbeeldingen 71 : X XY - X enm: X XY =Y
definiéren als w1 (z,y) = x en ma(z,y) = y. Zulke functies worden vaak projecties genoemd. Het blijkt dat
we de producttopologie ook kunnen definiéren in termen van deze projectie functies.

7



8 HOOFDSTUK 1. DE PRODUCTTOPOLOGIE

Lemma 1.2. Zij (X, Tx) en (Y, Ty) twee topologische ruimten. Dan is het product (X XY, Tx xy) de kleinste
topologie, zodat m1 : X XY — X enmy: X XY = Y continu zign.

Bewijs. Stel dat T% .y de kleinste topologie is zodat 7 en m continu zijn. Stel dat U € Tx en V € Ty. Dan
geldt er dat U x V = 77 H({U) N7y (V). Aangezien 7, en 7y continu zijn geldt er dat U x V € T4, . Omdat
Txxy de kleinste topologie is zodanig dat U x V open is voor alle U en V, zien we dat Txxy C Tx,y. We
zien voor alle U € Tx dat 7r1_1(U) =UXY € Txxy en voor alle V € Ty dat 7r2_1(V) =X xV e Txxy, dus
71 en Ty zijn continu onder de topologie van Txxy. Hieruit volgt dat T,y C Txxy. We concluderen dat
TX)(Y == T)/(XY' D

Opmerking 1.3. Wanner we kijken naar oneindige producten zullen we zien dat lemma [I.2] niet waar is.
Dit zal er toe leiden dat we verschillende topologieén kunnen definiéren op het cartesisch product.

De topologie die we net gedefinieerd hebben is een erg “handige” definitie, aangezien het veel van de eigen-
schappen van X en Y behoudt. Stel bijvoorbeeld dat X en Y Hausdorff zijn, dan is X x Y dat ook. Hetzelfde
geldt voor eerst-aftelbaarheid, twee-aftelbaarheid, metriseerbaarheid en compactheid.

1.2 Doostopologie

We zullen nu een eerste poging doen om de definitie van de producttopologie die we in sectie hebben
gezien uit te breiden naar oneindige producten. Hierbij hebben we een collectie (X;, Tx,)icr van topologieén.
Het cartesisch product is gedefinieerd als

HXi = {x: I — UjesX; waarbij z; € X; voor alle ¢ € I}.
el

Nu kunnen we een topologie definiéren op deze verzameling.

Definitie 1.4. [Il Definition 7.1] Zij (X;, Tx, )icr een collectie topologieén. Dan definiéren we de doosto-
pologie als (X, Tx), waarbij X =[],.; Xi en

Tx = <HU2 | U; € Tx, voor allei€I>.

i€l

Merk op dat deze definitie overeenkomt met definitie [I.I} behalve dat we nu gebruikmaken van arbitraire
producten. Het is daarom wellicht opvallend dat we deze topologie een doostopologie noemen in plaats
van de producttopologie. Dit komt omdat hoewel de definities heel erg op elkaar lijken, de eigenschappen
tamelijk van elkaar verschillen. We zeiden aan het eind van sectie dat de producttopologie “handig” was,
aangezien het veel eigenschappen behoudt. Dit ligt bij de doostopologie heel erg anders en daarom heeft het
een andere benaming.

Voorbeeld 1.5 (Componentsgewijze continuiteit). [I, p. 11]

Als voorbeeld zullen we nu een functie definiéren waarbij alle componenten continu zijn. In de productto-
pologie weten we dat dit betekent dat de functie zelf ook continu is. Alleen zullen we nu laten zien dat in
de doos topologie dit niet noodzakelijkerwijs het geval is. Definieer

f:R— HR fi(x) = x voor alle s € N.
ieN

Merk op dat f; voor alle ¢ € N de identiteit is, dus zijn alle componenten continu. We zien dat [], .n(—27",27")

open is in de doostopologie. Merk op dat

neN
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. <H(—2_",2_")> = (=27"27") = {0},

€N neN

en dus is f niet continu.

Voorbeeld 1.6 (Compactheid). Nog een eigenschap dat niet behouden blijft is compactheid. De eenvou-
digste manier om dit te zien is door X te kiezen als een eindige verzameling met meer dan één element. Als
we op X de discrete topologie nemen weten we dat X compact is. Als we nu de doostopologie nemen op
[I,.en X krijgen we opnieuw de discrete topologie, maar nu is [, .y X niet eindig, dus is het niet compact.

1.3 Producttopologie

Zoals in opmerking gezegd werd geldt lemma |1.2[ niet met oneindige producten. Dit zal ons de mogelijk-
heid geven om een andere topologie te definiéren op het oneindig cartesisch product. We kunnen net als bij
eindige producten een projectie functie m; voor alle i € I definiéren als

VIY HXJ — X; 7TZ(£L') = x;.
jeI

Dan definiéren we de producttopologie als volgt:

Definitie 1.7. [Il Definition 7.2] Zij (X;, Tx, )icr een collectie topologieén. Dan definiéren we de product-
topologie als (X, Tx) waarbij X = [[,.; X; en Tx de kleinste topologie is zodanig dat m; continu is voor
allet € 1.

iel

In sectie konden we nog zeggen dat deze definitie equivalent is aan de doostopologie. Dit bewezen we
in lemma door onder andere te argumenteren dat U x V = 7y *(U) N7y (V). Dit argument kunnen we
nu niet meer maken, aangezien we nu zouden krijgen dat [[,.; Us = ;¢; W;l(Ui). Merk op dat we nu een
oneindige doorsnede nemen van verzamelingen in de producttopologie. Aangezien oneindige doorsnedes van
opens niet noodzakelijk open zijn hebben we geen garantie dat [],.; U; open is in de producttopologie.

Nu zullen we een basis vinden van deze topologie. Hierdoor zal het makkelijker zijn om het verschil te zien
tussen de producttopologie en de doostopologie.

Lemma 1.8. [1|, Definition 7.3] De producttopologie heeft de volgende basis:

{H Ui | Uj € Tx, voor alle j € J,U; = X; voor alle i € I\J | een eindige J C I} . (1.1)
iel

In woorden is deze basis alle producten van opens wit X; voor alle i, waarbij maar een eindige hoeveelheid
van die opens ongelijk is aan X;.

Bewijs. Stel dat U element is van . Dan weten we dat er een eindige J is zodanig dat U; € Tx, voor
alle j € J en U; = X; voor alle ¢ € I\J. We zien dan dat U = [, 77]»_1(Uj). Per definitie zijn 7; voor
alle j € J continu en aangezien J eindig is, is U open. We zien dus dat de topologie gegenereerd door
kleiner of gelijk is aan de producttopologie.

Voor alle j € I en U; € Tx; geldt er dat 7rj_1(Uj) = IL;c;U; waarbij J = {j} en U; = X; voor alle i # j.
Dus zien we dat m; continu is in de topologie gegenereerd door (|1.1). Aangezien de producttopologie de
kleinste topologie is zodanig dat m; voor alle ¢ € I continu zijn is de producttopologie kleiner of gelijk aan

de topologie gegenereerd door (|L.1J).

We concluderen dat de twee topologieén gelijk zijn. O
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Opmerking 1.9. Door lemma zien we dat voor een open U in ], ; X; geldt dat er een eindige J C I
bestaat zodat 7;(U) = X; voor alle i € I\J. Een gevolg hiervan is dat het product van discrete topologieén
niet altijd een discrete topologie is.

We zullen nu zien dat de producttopologie “handiger” is dan de doostopologie. Bij de doostopologie hadden
we bijvoorbeeld het probleem dat componentsgewijze continuiteit geen continuiteit impliceert (zie voorbeeld
en dat compactheid niet behouden blijft (zie voorbeeld . Bij de Producttopologie is dit anders. We
zullen nu bewijzen dat componentsgewijze continuiteit wel continuiteit impliceert en in sectie zullen we
zien dat compactheid ook behouden blijft.

Lemma 1.10. [1, Proposition 4.14] Zij (X, Tx) een topologische ruimte en {(Y;, Ty,) }ic1 een collectie topo-

logische ruimtes. Als f : X — [[,c;Y: componentsgewijs continu is, dan is f ook continu.

Bewijs. Zij U een open in [],.;Y;. Dan kunnen we wegens lemma zonder verlies van algemeenheid
zeggen dat U = [],.; U; waarbij er een eindige J C I zodat U; open is in Y; voor alle j € J en U; = Y; voor
alle i € J\I. Dit betekent ook dat f; *(U;) = X voor alle i € J\I. We zien dan dat

Uy =t (Hm) = ()1 = () HUy). (1.2)

iel i€l jeJ

Omdat U; open is en f; continu is zien we dat (f;)~*(U;) open is voor alle j € J. Om J een eindige
verzameling is, concluderen we dat f~1(U) open is. O

1.3.1 Aftelbare producten

We zagen net dat de producttopologie een handige definitie is, omdat veel eigenschappen behouden blijven.
Als we nu kijken naar producten van de vorm

11 x».

neN

dan zal het mogelijk zijn om nog meer eigenschappen te bewijzen. We zullen zien dat een aftelbaar product
van metriseerbare ruimtes, metriseerbaar is.

Stelling 1.11. [il, Proposition 4.8] Zij {X,}nen een aftelbare collectie van metriseerbare ruimtes, dan is
[I.cn Xn 00k metriseerbaar.

Bewijs. We zullen gegeven een metriek d,, op X, voor alle n € N een metriek d op [] X, definiéren. Dit
doen op een soortgelijke manier als in [T, Proposition 4.8]:

neN

d(z,y) = sup{2~"d,(z,y) | n € N},

waarbij

dn (2, y) = min{d,(z,y),1}.

We zullen eerst bewijzen dat 7, continu is voor alle m € N. Zij U een open in X,,. We willen nu bewijzen
dat 7, (U) open is in X. Zij z € 7,,,}(U), dan zien zien we dat x,, € U, dus bestaat er een § > 0 zodanig
dat By, (zy,,d) C U. We zien nu dat

B(x,27™8) = {y € X | sup{27"d(xpn,yn) | n € N} < 2775}
Clye X | dn(Tm,ym) <6}
C{y € X | ym € Bn(zm,0)}
c m (U).
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en dus zien we dat m,, voor alle m € N continu is.

Omgekeerd zien we ook dat als 7, continu is voor alle m € N dat B(x,d) open is voor alle z € X en 6 > 0.
Zij y € B(x,96) en ¢ > 0 zodat B(y,c) C B(x,0). We zien dat

B(x,6) 5 B(y,¢/2)

= [z € X | 277000 m0) < c/2}
neN

— ﬂ Tt ({20 € X0 | 27"d (20, yn) < ¢/2}) .
neN

Als ¢/2 > 27" dan zien we dat 2"d(z,,y,) < ¢/2 voor alle z, € X,,, dus

= () "t ({zm € Xa |27 A(zn,yn) < ¢/2})
neN,2-">c/2

5 ) ! (Balya2"¢/2)).
neN,2—">c/2

Aangezien ¢ > 0 is een eindige hoevelheid aan n € N, zodat 27" > ¢/2. We zien dus dat elke punt in B(z, J)
een open omgeving heeft, dus is B(z,J) open in de producttopologie. O

1.4 Stelling van Tychonov

De stelling van Tychonov luidt als volgt:

Stelling 1.12. Zij {X;}icr een collectie compacte topologieén. Dan is [];.; Xi met de producttopologie ook
compact.

Voor eindige producten van compacte topologische ruimten weten we al dat die compact zijn. De stelling van
Tychonov zegt dat voor oneindige producten hetzelfde geldt. Het bewijs maakt gebruikt van het keuzeaxioma.
Dit is noodzakelijk, aangezien het keuzeaxioma ook uit de stelling van Tychonov volgt [3, Theorem 9]. We
zullen eerst het lemma van Zorn benoemen. Daarna zullen we het concept van een net introduceren. Dit kan
gezien worden als een veralgemenisering van een rij. Hierna zullen wij ook accumulatiepunten introduceren
en wat stellingen hierover bewijzen. Wat blijkt is dat we compacte ruimtes kunnen karakteriseren vanuit
netten en hun accumulatiepunten. Dit zal ervoor zorgen dat de we de stelling van Tychonov kunnen bewijzen.

1.4.1 Het keuzeaxioma en het lemma van Zorn
Het keuzeaxioma luidt als volgt:

Voor alle collecties niet-lege verzamelingen {Xy}rea bestaat er een functie f : A — (J,o, X zodanig dat
f(\) € X, voor alle A € A.[3] p. 2]

Voordat we kunnen kijken naar het lemma van Zorn moeten we eerst definiéren wat het betekent dat een
verzamelingen parti€le en totale ordening heeft.

Definitie 1.13. [3, p. 2] Een paar (P, <) waarbij P een verzameling is en < een relatie, is een partiéle
ordening als het voor alle x,y, z € P voldoet aan:

e Reflexiviteit: z < x.
e Antisymmetrie: Als z <yeny <z dan z =y.
e Transitiviteit: Alsz <yeny <z dan z < z.

Een verzameling met een totale ordening heeft nog een extra eigenschap.
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Definitie 1.14. [3| p. 2] Een verzameling met partiéle ordening (T, <) heeft een totale ordening als voor
alle z,y € T geldt dat x <y of y < z.

Voor een verzameling met partiéle ordening P en een deelverzameling D C P zeggen we dat D een boven-
grens heeft als er een b € P bestaat zodat d < b voor alle d € D. Een maximum van P is een element
m € P waarbij voor alle p € P geldt dat als m < p dat p = m.[3], p. 2]

Lemma 1.15 (Zorn). [3, p. 2] Stel dat (P, <) een niet-lege verzameling is met partiéle ordening. Als voor
elke deelverzameling met totale ordening T C P geldt dat het begrensd is, dan heeft P een mazimum.

1.4.2 Karakterisatie van compacte ruimtes

Voordat we Tychonov zullen bewijzen geven we eerst een karakterisatie van compacte ruimtes. In de topologie
hebben we al veel karakterisaties gezien. In R™ weten we bijvoorbeeld dat een verzameling compact is dan en
slechts dan als het gesloten en begrensd is. Voor metrische ruimten weten we dat een verzameling compact
is dan en slechts dan als het rijcompact is. Deze karakterisaties houden helaas geen stand als we kijken naar
algemene compacte verzamelingen. Hiervoor hebben we een algemener begrip van rijen nodig, namelijk een
net.

Bij een rij zijn de indices altijd natuurlijke getallen. Bij een net kan dit een willekeurige verzameling zijn.
Wel is het belangrijk dat het een gerichte verzameling is.

Definitie 1.16. [2| Definition 4.2] Een gerichte verzameling (T, <) is een partiéle ordening met de
eigenschap dat als a,b € T, dat er een ¢ € T bestaat zodanig dat @ < c en b < ¢. In andere woorden: Elke
eindige deelverzameling is begrensd.

Dan kunnen we nu een net definiéren.

Definitie 1.17. [2] Definition 4.3] Stel dat X een topologische ruimte is en A een gerichte verzameling. Dan
is een net een functie z, : A — X. Dit wordt ook wel genoteerd als (z))xea-

Als laatste zullen we ook accumulatiepunten introduceren.

Definitie 1.18 (Accumulatiepunt). [3} Definition 2] Stel dat X een topologische ruimte is en (2))xca een
net. We zeggen dat (z))xea accumulatiepunt a heeft dan en slechts dan als voor alle open omgevingen U
van a en jt € A er een A > pu bestaat zodat ) € U

We zullen nu zien dat een topologische ruimte compact is dan en slechts dan als voor elke net geldt dat het
een accumulatiepunt heeft.

Stelling 1.19. [3, Theorem 8] Zij X een topologische ruimte, dan zijn de volgende uitspraken equivalent:
(i) X is compact

(ii) Alle netten in X hebben een accumulatiepunt.

Bewijs.

(i) = (ii): Stel eerst dat X compact is en (x))aea €en net in X is. Definieer nu

A, ={xx\]A>p}en A:= m A,
HEAN

We zullen nu laten zien dat alle punten in A accumulatiepunten zijn. Stel namelijk dat a € A. Dan
geldt er voor alle omgevingen U van a en alle p € A dat U N {x|A > pu} # 0, oftewel er is een A > p,
zodanig dat x) € U. Dit is precies de definitie van een accumulatiepunt en dus is A een verzameling
accumulatiepunten. Nu moeten we alleen nog laten zien dat A niet leeg kan zijn. Stel dat A = 0,
dan zien we dat X = X\A = |J,c, X\A, en dus is {X\A,},en een open dekking van X. Uit de
definitie van compactheid volgt dat dat er een eindige M C A bestaat zodat UueM X\A, = X. Dit
betekent ook dat () peM A, = 0. Aangezien A een gerichte verzameling is en M eindig is bestaat er



1.4. STELLING VAN TYCHONOV 13

een x € A zodanig dat x > u voor alle 4 € M . Dit betekent dat A, C A, voor alle 4 € M en dus
0 £ A C mueA A,,. Dit is een tegenspraak met dat ﬂueM A, =0.

—(i) = -(ii): Stel nu dat X niet compact is. Dan bestaat er een open dekking U die geen eindige
deelcollectie heeft die heel X dekt. Als we kijken naar alle eindige deelcollecties van U kunnen we dit
een ordening geven. We kijken dan naar de volgende geordende verzameling:

A:=({V cU|Viseindig },C).

Merk op dat dat deze geordende verzameling ook een gerichte verzameling is. Als V € A en W € A
dan is VU W ook eindig en een bovengrens van V en W. We kunnen nu voor iedere eindige V € A een
ry € X vinden zodanig dat xy & (Jycy, U. We zien dan dat (zy)yea een net is in X. We laten nu
zien dat het geen accumulatiepunt heeft. Stel namelijk dat z € X en U € U, zodat =z € U. We zien
dat voor alle V € A met V D {U} geldt dat zy ¢ U, dus is « geen accumulatiepunt.

O

1.4.3 Extra beweringen over netten

Om de stelling van Tychonov te kunnen bewijzen moeten er nog wat extra uitspraken gedaan worden over
netten.

Net als een rij kan een net convergeren en kunnen er deelnetten genomen worden.

Definitie 1.20 (Convergentie van een net). Zij X een topologische ruimte. Een net (x))aeca in X convergeert
naar x dan en slechts als voor elke open omgeving U van x er een p € A bestaat zodanig dat x) € U voor
alle A € A met A > p.

Definitie 1.21 (Deelnet). [3], Definition 3] Zij (x))reca een net. Zij D een gerichte verzameling en ¢ : D — A
een functie met de eigenschap dat als a,b € D en a < b dat ¢(a) < ¢(b) (monotonie) en dat voor elke

i € A er een ¢ € D bestaat zodat ¢(c) > p (finaliteit). Dan is (:%(H))HGD een deelnet van (2x)y¢y-
Nu zullen we wat lemma’s bewijzen die niet in [3] genoemd worden.

We zullen eerst bewijzen dat voor een accumulatiepunt van een net er een deelnet is die naar dat punt
convergeert. Dit zal erg handig blijken voor het bewijs van Tychonov

Lemma 1.22. Zij X een topologische ruimte en (xx)reca een net in X. Dan zijn de volgende uitspraken
equivalent:

(i) a is een accumulatiepunt van (Tx)xeA-

(i) (zx)rea heeft een deelnet die naar a convergeert.

Bewijs.

(i) = (ii): Stel dat a een accumulatiepunt is van (xx)rea. We definiéren nu de volgende gerichte
verzameling:

D :=({(A\,U) | U is een open omgeving van a en x) € U, A € A}, <)
hierbij definiéren we < als
(AU) < (1, V) dan en slechts dan als A\ < pen U DV

D is een gerichte verzameling. Stel namelijk dat (A, U), (u, V) € D. We weten dan dat W :=U NV
ook een open omgeving is van a. Doordat A een gerichte verzameling is bestaat er x € A zodanig dat

k > A, p. Door de definitie van een accumulatiepunt bestaat er een v > k' zodanig dat x, € W en dus
zien we dat (v, W) € D en (v,W) > (\,U), (u, V).

Als we nu ¢ : D — A definiéren als ¢(A\,U) = X dan zien we dat ¢ monotoon is en finaal dus is
(Ty(x,0)) (2, v)ep een deelnet van (xx)xes. Voor alle open omgevingen U > a weten we dat er een 1 € A
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bestaat zodat x, € U. Voor alle (A\,V) € D met (A, V) > (u,U) zien we dat x4\ v) =2x €V C U,
dus convergeert (z4(x,0))(A,0)ep Naar a.

(ii) = (i): Stel nu andersom dat (z4(x))xep een deelnet is die naar a convergeert. Zij U een open
omgevingen en g € A. Door de co-finaliteit van ¢ bestaat er een k € D zodat ¢(k) > p en door de
convergentie van (Zy(x))xecp bestaat er een £’ € D zodat als A > £’ dat x5y € U. Doordat D een
gerichte verzameling is bestaat er een A > &/, k, dus geldt er dat Tgn) € U en vanwege de monotonie
van ¢ zien we dat ¢(A\) > @d(k) > u, dus is a een accumulatiepunt van (zx)rea.-

O

We weten dat als een rij convergeert, dat alle deelrijen naar hetzelfde punt convergeren. Nu zullen we zien
dat als een net convergeert, dat alle deelnetten naar hetzelfde punt convergeren.

Lemma 1.23. Zij X een topologische ruimte en (xx)xca een net die naar a € X convergeert. Zij (Ty(.))ued
een deelnet, dan convergeert (x4(,)) ep 00k naar a.

Bewijs. Zij U een open omgeving van a. We weten dat er een /' € A bestaat zodanig dat voor alle A > p/
geldt dat x) € U. Door de finaliteit ¢ weten we dat er een p € D bestaat zodanig dat ¢(u) > p'. Voor alle
k > p zien we door de monotonie van ¢ dat ¢(x) > ¢(u) > ', dus geldt er dat x4,y € U. O

Net als bij rijen geldt er dat componentsgewijze convergentie equivalent is aan convergentie.

Lemma 1.24. Zij {X,;}icr een collectie topologische ruimtes, X = [[..; X; en (x)xea een net in X. Dan

zign de volgende uitspraken equivalent:

icl

(i) {zx}rea convergeert naar a € X

(ii) Voor alle k € I geldt dat {xx|{x)}ren convergeert naar algy.

Bewijs.

(i) = (ii) Stel dat (i) waar is. Zij k € I en Uy, een open omgeving van alj. Definieer U; = X; als i # k,
dan is U := [],c; U; een open omgeving van a. Vanwege (i) bestaat er een p € A zodanig dat voor alle
A > pgeldt dat z) € U, dus a:,\|{k} € Uy.

(ii) = (i) Stel nu dat (ii) waar is. Stel dat U een open omgeving is van a. Door lemma kunnen we
zonder verlies van algemeenheid zeggen dat U element is van . We zullen nu J uit gebruiken.
Door (ii) weten we dat voor alle j € J geldt dat er een u; € A bestaat, zodat voor alle A > p; geldt
dat xx|(;3 € U;. Aangezien J eindig is bestaat en omdat A een gerichte verzameling is bestaat er een
€ A zodat p > p; voor alle j € J. Dus voor alle A > p zien we dat x|y € HjeJ U;. Aangezien
U; = X, voor alle i € I\J zien we dat z) € U.

O

1.4.4 Bewijs van Tychonov

In deze hele sectie is {X;}ics een collectie compacte topologische ruimten, X = J],.; X; en (zx)xca een net
in X. Ook definiéren we de volgende partieel geordende verzameling:

P := ({(a,J) | a is een accumulatiepunt van het net (xx|s)rea | J C I}, <)

Hierbij zeggen we dat (a,J) < (a/,J') dan en slechts dan als J C J' en d/|; = a.

Nu zullen we de stelling van Tychonov bewijzen op dezelfde manier als in [3, p. 6], alleen zullen wij het
bewijs voorzien van meer toelichting en het opsplitsen in verschillende lemma’s.

Lemma 1.25. Zij T C P een totaal geordende verzameling, dan heeft T een bovengrens.
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Bewijs. Stel dat we een totale geordende deelverzameling T C P hebben. We zullen bewijzen dat T een
bovengrens moet hebben. Kies namelijk (m, K) waarbij voor alle k € K

my, = ay voor alle (a,J) € T met k € J (1.3)

en

K= |J 7 (1.4)

Aangezien T een geordende deelverzameling is geldt er voor alle (a,J),(a’,J’) € T zonder verlies van
algemeenheid dat (a,J) < (a/,J’). Dit betekend dat de accumulatiepunten onderling gelijk zijn op hun
gemeenschappelijk indices. Hierdoor is goed gedefinieerd. Ook geldt voor alle (a,J) € P dat J C K
en m|; = a, dus (m, K) is een bovengrens van 7.

Nu hoeven we alleen nog te bewijzen dat m een accumulatiepunt is van (zx|x)aea. Zij U C [[;cx Xi
een open omgevingen van m. Door lemma kunnen we zonder verlies van algemeenheid zeggen dat
U = HieK U; waarbij U; C X, open is voor alle [ € L en U; = X; voor alle i € K\L. Hierbij is L een
eindige L C K. We weten dat er een (a,J) € T bestaat zodanig dat L C J. Aangezien [];.; U; een open
omgeving is van m|; = a en a een accumulatiepunt is van (xx|7)xea geldt voor alle p € A dat voor een
A > i geldt dat wy|y € [[;c; Ui, dus ook za|r € [];c;, Us. Aangezien U; = X; voor alle i € K\ L zien we dat
za|k € [;cx Ui, dus is m een accumulatiepunt van (2x|x)rea en geldt er dat (m, K) € P.

O
Lemma 1.26. P heeft een mazimum.

Bewijs. Merk ten eerste op dat P niet leeg is. Uit stelling volgt namelijk dat voor willekeurige ¢ € I
geldt dat (zx]{;})rea een accumulatiepunt a heeft, dus geldt (a,{i}) € P. Door lemma weten we dat
iedere totaal geordende verzameling T' C P begrensd is. Door het lemma van Zorn weten we dat dit betekend
dat P een maximum heeft.

O

Lemma 1.27. Als (a,J) € P en J C I dan bestaat er een (a’,J’) € P zodanig dat (a,J) < (a’,J') en
J4 T

Bewijs. Stel nu dat (a,J) € Pen J C I. We weten dan door lemma dat (zx]s)rea een deelnet
(g ()|)penr heeft die naar a convergeert . Neem nu &k € I'\J. Uit stelling olgt dat (Zg(u)l{k})uem een
accumulatiepunt b heeft, dus heeft het een deelnet (2 4(y())|{x})ven die naar b convergeert. Door lemma
convergeert (Le(y(v))|s)ven naar a. Door lemma convergeert (zx,, |su{k})ven naar a’ waarbij a} = a;
voor alle j € J en aj, = b. Door 1emma geldt er dat a’ een accumulatiepunt is van (2x|sugry)ren. We

O

zien dan dat (a’, JU{k}) € P en dat (a,J) < (a’, JU{k}).
Nu kunnen we de stelling van Tychonov bewijzen. Hiervoor hoeven we alleen te bewijzen dat X compact is.

Bewijs van Tychonov. Wegens lemma heeft P een maximum (a,J). Stel nu dat J C I dan weten we
wegens lemma, dat er een (a’,J') € P zodanig dat (a,J) < (a/,J') en J # J'. Dit zou betekenen
dat (a,J) geen maximum is en dus moet er gelden J = I. Hieruit volgt dat a een accumulatiepunt is van
(zx)xea. Hieruit conluderen we dat alle netten in ], ; X; een accumulatiepunt hebben en dus is het wegens

stelling compact.

el

O
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Hoofdstuk 2

Pro-eindige verzamelingen

In dit hoofdstuk zullen wij de definitie geven van een pro-eindige verzameling. Er moet wel opgemerkt
worden dat wat wij beschouwen als een pro-eindige verzameling doorgaands een lichte pro-eindige verzameling
genoemd wordt (zie opmerking wrefEigenlijkLichtProEindig). Daarna zullen we wat voorbeelden geven van
pro-eindige verzamelingen. Een belangrijk voorbeeld hiervan is de Cantorverzameling. Aan het einde van
het hoofdstuk zullen we ook een karakterisatie geven van pro-eindige verzamelingen. We gebruiken in deze
bewijzen de resultaten uit hoofdstuk 1 over de producttopologie.

De definitie van een pro-eindige verzameling is afkomstig van [, p. 7-8]. De voorbeelden van pro-eindige
verzamelingen zijn afkomstig van [5l afl. 2; 27:49-29:30]. Ook de karakterisatie van pro-eindige verzamelingen
is hier van afkomstig [5, afl. 2; 41:29-41:55]. Het bewijs dat de voorbeelden voldoen aan de definitie van
pro-eindige verzamelingen is eigen werk. Ook is het bewijs dat pro-eindige verzamelingen voldoen aan de
karakterisatie eigen werk.

2.1 Definitie en voorbeelden

Definitie 2.1. [4, p. 7] Een invers systeem in een categorie C is een collectie objecten {X,, }nen samen
met een collectie morfismes (fy, : Xp+1 — Xn)nen-

Voor een invers systeem van topologieén zullen we nu een inverse limiet bepalen.

Definitie 2.2. [4, p. 8] Zij { X}, }nen een collectie topologische ruimten en (f, : Xpy1 — X), oy een collectie
continue afbeeldingen. De inverse limiet is gedefinieerd als volgt:

l'&an = {(mn)neN S HXZ' | fo(@ni1) = 2, voor alle n € N} .,

neN €N
waarbij @neN X, de deeltopologie heeft van [],; y X;.

Opmerking 2.3. Eigenlijk is 1<i£1neN X, misbruik van notatie, omdat het naast {X, },en 00k afhankelijk

is van (f)nen. Elke keer dat een inverse limiet gebruikt wordt zal het uit de context duidelijk moeten zijn
wat deze morfismes zijn.

Definitie 2.4. [4 p. 8] Een topologische ruimte is pro-eindig als het homeomorf is met een inverse limiet
van eindige, discrete topologieén.

Opmerking 2.5. De definitie van een pro-eindige verzameling die we hier geven is anders dan de gebrui-
kelijke definitie van pro-eindige verzamelingen. Wat wij hier duiden als een pro-eindige verzameling wordt
doorgaands een lichte pro-eindige verzameling genoemd. Toch zullen wij deze verzamelingen aanduiden als
pro-eindige verzamelingen, aangezien we geen andere pro-eindige verzamelingen tegen zullen komen.

17
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Om te bewijzen dat een topologische ruimte pro-eindig is moeten we eerst een invers systeem opstellen en
dan bewijzen dat de ruimte homeomorf is aan de inverse limiet van het systeem. Om dit laatste te bewijzen
is het nodig om een homeomorfisme op te stellen. Het lijkt misschien vrij omslachtig om te bewijzen dat
een functie naar een inverse limiet continu is met de topologie die we hier gegeven hebben. Vandaar dat we
nu een lemma geven waardoor het makkelijker zal zijn om te zien of een afbeelding die naar een pro-eindige
verzameling gaat continu is.

Lemma 2.6. Zij T een topologische ruimte en {X;};cr een collectie topoligische ruimtes. Als voor F : T —
@z‘el X; geldt dat F; voor alle v € I continu zijn, dan is F' continu.

Bewijs. 7ij 1 : l'&nigl Xi = [1;e; Xi de inclusie. Aangezien @iel X, de deeltopologie heeft, is F' continu als
to F continu is. Vanwege lemma weten we dat ¢ o F' continu is als m; ot o F' = m; o F' continu is. We
concluderen dus dat F' continu is als het continu is in zijn componenten. O

Voorbeeld 2.7. [5 afl. 2, 27:49-28:36]. Een voorbeeld van een pro-eindige verzameling is N U oo met met
de volgende topologische basis:

U (N} AN N +1,...,00}}

NEN
Deze toplogische ruimte noteren we met N°°.

Om te laten zien dat voorbeeld een pro-eindige verzameling is moeten we een homeomorfisme opstellen
met een inverse limiet. Voor het inverse systeem moeten we een collectie eindige verzamelingen (X,,)nen
definiéren samen met een collectie afbeeldingen (f,, : Xp+1 — Xpn)nen. Dit doen we als volgt:

XO = {OO}
Xy = Xp—1 U{n — 1} voor alle n € N\{0}.

En de morfismes definiéren we zodat alles dat niet naar zichzelf gestuurd kan worden naar oneindig wordt
gestuurd:

fn(m) =

oo anders

{m alsm<n

Nu moeten we een homeomorfisme F : N> — ] _y X, definiéren:

neN
Fo(m) m alsm<n
nim) = .
oo anders

Dat F injectief is, is triviaal. Nu zullen we bewijzen dat F' surjectief is. Stel dat (z,,)nen € l'&lneN X, Als
voor alle n € N geldt dat x,, = oo dan zien we dat F(c0) = (z,)nen. Als er niet geldt dat z,, = co voor
alle n € N nemen we de kleinste m € N zodanig dat z,, # oco. Er geldt dat =, € X,,, dus z,, < m — 1.
Bovendien geldt er dat fr,—1(m) = m_1 = 00, dus ,, > m — 1. Hieruit volgt dat x,, = m — 1. Aangezien
fn(Tns1) = @, voor alle n € N zien we met inductie dat z,, = m — 1 voor alle n > m. We zien dus dat
F(m—1) = (zn)nen-

Door lemma [2.6] is het voldoende om te bewijzen dat de componenten van F' continu zijn. Observeer dat
voor alle n € N en m € X,,\{oo} geldt dat F;t({m}) = {m} en dat F;*({cc}) = {n,n+1,...,00}. Het
teruggehaald beeld van alle singletons zijn open en dus is F), continu, waaruit we kunnen concluderen dat
F ook continu is.

Onthoudt dat N°° een gesloten deelruimte is van de compactificatie van de reéle getallen R*>°. Hieruit volgt
dat N*° compact is. Ook zullen we later in lemma [2.9] bewijzen dat alle pro-eindige verzamelingen Hausdorff
zijn. We kunnen hieruit concluderen dat F~! ook continu is en dus is F' een homeomorfisme.
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Voorbeeld 2.8. [5 28:52-29:30] Een ander voorbeeld van een pro-eindige verzameling is de Cantorverza-
meling. Onthoudt dat de Cantorverzameling gelijk is aan

1 1
ﬂ Cp, waarbij Cp :=[0,1] en C,, := gcn_l U (1 ~3 n—l) voor alle n € Nxg.
neN

Net als in het eerdere voorbeeld moeten we een invers systeem definiéren. Definieer X, als de verzameling
van componenten van C,. We zien dan bijvoorbeeld dat X5 = {[0,1/9],[2/9,1/3],[2/3,7/9],[8/9,1]}. Voor
ons invers systeem hebben we ook nog morfismes nodig. Om deze te definiéren zal het ons helpen om eerst
een afbeelding
G:C— [] Xn
neN

te construeren. We definiéren G, (z) € X,, als de unieke [a,b] € X,, zodanig dat = € [a,b]. Het is ook
mogelijk om G,, expliciet uit te schrijven als:

Go() = Hx;’nJ = rg"J ot 3171] . (2.1)

Nu kunnen we f,, : X,,41 = X,, voor iedere n € N simpelweg definiéren als f,([a,b]) = Gy (a) = G, (D).

Wat zal blijken is dat het beeld van G precies gelijk is aan LiilnEN X,. We kunnen dus F : C' — @neN X
definiéren als F(x) = G(x). We laten nu zien dat F' daadwerkelijk goed gedefinieerd is. Voor willekeurige
x € C en n € N bestaat er een unieke [a,,b,] € X, zodat © € [a,,b,] en een unieke [an+1,bn11] € Xpnt1
zodat x € [an41,bnt1]. Bovendien zien we ook dat F,(x) = [an, by] en Fi41(2) = [ant1, bnt1]. We zien door
dat [ant1,bn41] C [an,bs], dus ook dat f([an+t1,bnr1]) = Flant1) = F(bnt1) = [an, bn).

Nu we de inverse limiet hebben gedefinieerd hoeven we alleen nog te laten zien dat F' een homeomorfisme

% = Z£oo en dus bestaat er een n € N zodanig

is. Stel dat x # y. Dan weten we dat lim, ..
dat %‘ > 1. Voor deze n zien we ook dat L%J # L%J en dus geldt er dat F(z) # F(y). We

zien dus dat F' injectief is. Om surjectiviteit te bewijzen nemen we ([an,bn])nen € ]'&nneN X,. We zien

dan dat |ap+1 — bpt1]| = %|an — by| en dat [ant1,bnt1] C [an,bn] voor alle n € N. Hieruit zien we dat
Mnenl@n, bn] = {x} voor een x € [0,1]. We zien dan dat F,(z) = [an, bn].

Om te bewijzen dat F continu is hoeven we wegens lemma alleen te bewijzen dat F), continu is voor
iedere n € N. Voor een zekere [a, b] € X,, zien we dat F,, *([a,b]) = [a,b] N C. Omdat X,, eindig is, zien we
nu dat een teruggehaald beeld van elke gesloten verzameling gesloten is en dus is F;, continu.

We weten dat de cantor verzameling een gesloten deelruimte is van [0, 1], dus is het compact. In lemma
zullen we bewijzen dat alle pro-eindige verzamelingen Hausdorff zijn. Hieruit kunnen we concluderen dat
F~! ook continu moet zijn en daarom is F' een homeomorfisme en de Cantor verzameling een pro-eindige
verzameling.

2.2 Karakterisatie van Pro-eindige verzamelingen

We zullen nu bewijzen dat pro-eindige verzamelingen voldoen aan een aantal topologische eigenschappen.
Het blijkt namelijk dat alle pro-eindige verzamelingen Hausdorff, compact, totaal onsamenhangend en me-
triseerbaar zijn. Omgekeerd geldt er ook dat alle ruimtes die Hausdorff, compact, totaal onsamenhangend
en metriseerbaar zijn, pro-eindig zijn [B, 41:29-41:55]. Dit laatste zullen we hier niet bewijzen.

Lemma 2.9. Pro-eindige verzamelingen zijn Hausdorff.

Bewijs. Een discrete topologie is altijd Hausdorff. Een product van Hausdorff-ruimtes is opnieuw Hausdorff
en een deelruimte van een Hausdorff-ruimte is ook Hausdorff. Een inversie limiet is altijd een deelruimte van
een product van discrete topologieén en daarom is een inverse limiet altijd Hausdorff. Aangezien Hausdorff
een topologische eigenschap is zijn pro-eindige verzamelingen ook Hausdorff. O
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Lemma 2.10. Pro-eindige verzamelingen zign compact.

Bewijs. We zien dat

@Xn = {(xn)neN S HXi | fn(xns1) = zy, voor alle n € N}

neN ieN
= m {(xn)neN S HXZ | fn($n+1) = xn}
neN 1€N
=N U [T Xi) x{an} x £ {za) x I x
neNz,€X, \i€{0,....n—1} ie{n+1,n+2,... }

We zien dat

I x| xfed<fited) < | I X
1€{0,...,n—1} 1€Nsp 41
gesloten is voor alle n € N en z,, € X,, . Aangezien X,, eindig is voor alle n € N zien we dat @nGN X,, ook
gesloten is.

We weten dat eindige discrete topologieén altijd compact zijn. Door de stelling van tychonov is het product
van eindige discrete topologieén ook compact. Aangezien @neN X, een gesloten deelruimte is van een
product van eindige discrete topologieén is @neN X, ook compact. Aangezien compactheid een topologische
eigenschap is betekent dit dat alle pro-eindige verzamelingen compact zijn. O

Definitie 2.11 (Totaal onsamenhangende ruimte). Een ruimte is totaal onsamenhangend als de enige sa-
menhangende componenten singletons zijn.

Lemma 2.12. Pro-eindige verzamelingen zijn totaal onsamenhangend.

Bewijs. De discrete topologie is totaal onsamenhangend. Aangezien producten en deelruimtes van totaal
onsamenhangende ruimtes opnieuw onsamenhangend zijn, zien we dat de inverse limiet totaal onsamenhan-
gend is. Aangezien totaal onsamenhangendheid een topologische eigenschap is zien we dat alle pro-eindige
topologieén totaal onsamenhangend zijn. O

Propositie 2.13. Pro-eindige verzamelingen zign metriseerbaar.

Bewijs. We weten dat discrete topologieén metriseerbaar zijn. Door stelling[I.11] weten we dan dat een aftel-
baar product van discrete topologieén metriseerbaar is. Aangezien een deelruimte van een metrische ruimte
weer metriseerbaar is, weten we dat een invers limiet van discrete topologieén metriseerbaar is. Aangezien
metriseerbaarheid een topologische eigenschap is zien we dat alle pro-eindige verzamelingen metriseerbaar
zijn. O



Hoofdstuk 3

Gecondenseerde verzamelingen

Dit hoofdstuk gaat over gecondenseerde verzamelingen. Er moet wel opgemerkt worden dat wat wij be-
schouwen als een gecondenseerde verzameling, doorgaands een lichte gecondenseerde verzameling genoemd
wordt (zie opmerking . We kunnen een gecondenseerde verzameling beschouwen als een functor die een
pro-eindige verzameling stuurt naar een verzameling van afbeeldingen S naar X. Gecondenseerde verzame-
lingen geven ons een manier om topologieén te vervangen. Het is namelijk mogelijk om vanuit een topologie
een gecondenseerde verzameling te creéren. Dit noemen we het gecondenseerde analagon. Het is ook moge-
lijk om vanuit een gecondenseerde verzameling een topologie the creéren en dit zullen we een topologische
benadering noemen.

In sectie 1 zullen we de formele definitie van een gecondenseerde verzameling geven, daarna zullen we kijken
hoe dit rijmt met de informele uitspraak dat we X(.S) kunnen beschouwen als een collectie afbeeldingen
tussen S en X. We zullen twee voorbeelden van gecondenseerde verzamelingen. Daarna zullen we het
Yoneda lemma behandelen. Dit zal ons een formele manier geven hoe we X () kunnen zien als een collectie
afbeeldingen van S naar X.

In sectie 2 zullen we een functor definiéren van topologieén naar gecondenseerde verzamelingen. Deze func-
tor noemen we de gecondenseerde analogonsfunctor. Deze functor maakt het mogelijk om interessantere
voorbeelden te geven van gecondenseerde verzamelingen.

In sectie 3 zullen we een functor definiéren van gecondenseerde verzamelingen naar topologieén. Deze functor
noemen we de topologische benaderingsfunctor. Het zal blijken dat deze functor de linksgeadjugeerde is van
de gecondenseerde analagonsfunctor.

In sectie 4 zullen we kijken hoe goed de topologische benadering van een gecondenseerde analagon van een
topologie de topologie benadert. Het zal blijken dat deze benadering goed gaat dan en slechts dan als de
topologie sequentieel is. Dit resultaat zal ons helpen te bewijzen dat de gecondenseerde analogonsfunctor
fully faithfull is als we alleen kijken naar sequentiele topologieén. Het zal ons zelfs lukken om een nog sterkere
uitspraak te bewijzen. Namelijk dat de gecondenseerde analogon functor “alleen maar”fully faithfull is als
we kijken sequentiele topologieén.

Dit hele hoofdstuk is gebasseerd op de video’s [5] en het dictaat [7] van Peter Scholze. Een verschil is wel
dat wij veel meer uitspraken zullen bewijzen. Dit is dan eigen werk. Wat ook eigen werk is, is de uitspraak
dat de gecondenseerde analogonsfunctor alleen fully faithfull is op sequentiele topologieén. Peter Scholze
daarentegen zei alleen dat de gecondenseerde analogonsfunctor fully faithfull is op seqentiele topologieén en
deed verder geen uitspraken over hoe de functor zich gedroeg wanneer de topologieén niet sequentieel waren.

21
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3.1 Definitie, voorbeelden en Yoneda

Definitie 3.1. Een gecondenseerde verameling is een functor
X : Proy(fin)°® — Set.
De functor X moet voldoen aan de volgende eigenschappen:

(i) Een gecondenseerde verzamelingen stuurt de lege verzamelingen naar een singleton:
X(0) = {+}.

(ii) Definieer de functoren
F,G : Pron(fin)°? x Proy(fin)°? — Set

waarbij
F(51752) = X(Sl (] SQ) en G(SI7SQ) = X(Sl) X X(SQ)

Dan moet er gelden dat 1 : F' — G gedefinieerd als 7(g, s,) := (X(¢1), X(¢2)), waarbij ¢; en to de
inclusie zijn van respectievelijk 57 — 57 Ll .Ss en Sy — S7 L S5 een isomorfisme is.

(iii) Voor een willekeurige surjectie f: T — S geldt dat

X (1)
x(9) ™Y x(1) = X(T xsT)

een equalizer is. Aangezien T en S topologische ruimtes zijn kunnen we zeggen dat

TxsT={(t1,t2) € T xT | f(t1) = f(t2)}.

De categorie van gecondenseerde verzamelingen samen met de natuurlijke transformaties tussen geconden-
seerde verzamelingen noteren we met Cond.

Opmerking 3.2. De definitie van een gecondenseerde verzameling die we hier geven is anders dan de gebrui-
kelijke definitie van gecondenseerde verzamelingen. Wat wij hier duiden als een gecondenseerde verzameling
wordt doorgaands een lichte gecondenseerde verzameling genoemd. Toch zullen wij deze verzamelingen aan-
duiden als gecondenseerde verzamelingen, aangezien we geen andere gecondenseerde verzamelingen tegen
zullen komen.

Opmerking 3.3. Voor een gegeven gecondenseerde verzameling X en pro-eindige verzameling S, is het
handig om naar X (S) te kijken als een collectie afbeeldingen van S naar X. Merk op dat deze drie eigen-
schappen hiermee overeenkomen. Eigenschap (i) komt overeen met het feit dat er maar één afbeelding is van
() naar X. Eigenschap (ii) volgt uit het feit dat een afbeelding van S; L Sy naar X equivalent is aan twee
aparte afbeeldingen S; naar X en S5 naar X. De derde eigenschap volgt uit het feit dat het hebben van een
afbeelding van T' X g T naar X equivalent is aan het hebben hebben van een afbeelding T" naar X die gelijk
is op de vezels van f.

Tedere gecondenseerde verzameling heeft ook een onderliggende verzameling.

Definitie 3.4 (De onderliggende verzameling). Voor een gecondenseerde verzameling X is de onderliggende
verzameling X ({*})

Nu zullen we een voorbeeld geven van een gecondenseerde verzameling.

Voorbeeld 3.5. We definiéren de Singleton gecondenseerde verzameling F : Proy(fin)°P — Set als E(S) =
{*} voor alle pro-eindige S. Dat E voldoet aan (i) volgt direct. Dat L voldoet aan (ii) volgt uit het feit
dat L(S; U S3) = {x} en dat L(S;) x L(S2) = {*} x {*} = {x} voor alle pro-eindige S1,S>. Neem nu een
willekeurige surjectie f : T'— S tussen pro-eindige verzamelingen. We zien dat L(T) = L(S) = L(T' xsT) =
{*} en dat L(f) = L(m) = L(m) = 1d, dus hebben we een equalizer.

Dit voorbeeld is nog niet heel interessant. Dit komt omdat we nog niet het gereedschap hebben om echt
interessante voorbeelden te kunnen geven.
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3.1.1 Yoneda

Eerder hadden we gezegd dat we X (.S) kunnen zien als een collectie afbeeldingen van S naar X. Dankzij het
Yoneda lemma kunnen we dit formaliseren. We zullen hier het Yoneda lemma herhalen. Het bewijs staat in
[6, p. 57-59].

Propositie 3.6. [6, p. 57][Yoneda] Zij C een lokaal-kleine categorie. Dan zijn de functors
(F, A) —F(A) : Set x C — Set
(F, A) —Hom(Hom¢ (A, —), F) : Set’ x C — Set
isomorf.

Hieruit volgt direct wat we nodig hebben. We zullen hierbij de notatie gebruiken dat voor een continue
verzameling A geldt dat
A :=Homrep(—, 4).

Dat A daadwerkelijk een gecondenseerde verzameling is, zullen we in de volgende sectie bewijzen.

Gevolg 3.7. Zij X een gecondenseerde verzameling en S een pro-eindige verzameling. Dan geldt er dat
X(S) = Hom(S, X).

Bewijs. We weten dat X : Proy(fin)° — Set, dus wegens Yoneda zien we dat
X (8) = Hom(Homp,q, (fin)er (S, —), X) = Hom(Homp,(sin)(—,S), X) = Homcona (S, X).

O

Nu we hebben laten zien dat X (S) = Hom(S, X), moeten we alleen nog bekijken wat X (f) wordt voor een
willekeurige f : T — S.

Gevolg 3.8. Zij X een gecondenseerde verzameling en f : T — S een morfisme tussen pro-eindige verza-
melingen. Dan geldt er dat X (f) ~ (f«)*.

Bewijs. We zien door Yoneda dat
X(f) ~ Hom(HomPrON(ﬁn)(_7 [), X) =Hom(f., X) = (f)"

O

We kunnen ook voor een morfisme f : X — Y tussen gecondenseerde verzamelingen zeggen wat fg is voor
een willekeurige pro-eindige S.

Gevolg 3.9. Zij f : X — Y een morfisme tussen gecondenseerde verzamelingen, dan geldt er dat fs = f..

Bewijs. We zien door Yoneda dat voor een willekeurige pro-eindige S geldt dat

fS = Hom(HomProN(ﬁn)(_7 S)v f) = f*

3.2 De gecondenseerde analogonsfunctor

We zullen nu zien hoe we vanuit een topologie een gecondenseerde verzameling kunnen creéren. Stel dat A
een topologische ruimte is. We zullen de gecondenseerde analagon van A noteren als A. We zullen nu A(S)
definiéren als de verzameling afbeeldingen van S naar A. Aangezien A en S topologische ruimtes zijn is het
logisch om alleen naar de continue afbeeldingen te kijken.
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Definitie 3.10. Voor twee topologische ruimten A en B definieren we
Cont(A4, B) := Homr, (4, B),

oftewel de verzameling van continue afbeeldingen tussen A en B.

Definitie 3.11. Voor een topologische ruimte A, definiéren we A = Cont(-,A). We zien dan dat A(f) = f*.
We zullen nu bewijzen dat A een gecondenseerde verzameling is.

Stelling 3.12. Voor een topologische ruimte A is A: S — Cont(S, A), f — f* een gecondenseerde verzame-
ling.

Bewijs. Zij A een topoligische ruimte. We zien dat A() = Cont(f), A) = {x}.

We zien ook dat de functoren
F,G : Pron(fin)°® x Proy(fin)°® — Set

waarbij
F(Sl, Sg) = Cont(51 L SQ, A) en G(Sl, Sg) = X(Sl) X X(Sg)

isomorf zijn, aangezien we zien dat ((¢1)*, (12)*) : A(S1US2) — A(S1) x A(S2) gelijk is aan f — (fls,, fls,)
en dit is een bijectie.

Als laatste moeten we nog laten zien dat

AS) 5 A(T) = AT x5 T)

een equalizer is. Hiervoor nemen we een willekeurige verzameling U met een afbeelding m : U — A(T) die
voldoet aan 7 o m = w5 o m. Er moet een unieke h : U — A(s) bestaat die voldoet aan

h(u) o f =m voor alle u € U (3.1)

We weten door stelling en dat S en T compact en Hausdorff zijn. Aangezien f surjectief is, is het
een quotientafbeelding.

Bovendien, merken we op dat T xg T = {(t1,t2) € T x T | f(t1) = f(t2)}. Voor alle t1,t2 € T met
f(t1) = f(t2) zien we dus dat

m(u)(tr) = (77 0 m)(u)(t1, t2) = (w3 0 m)(0)(t1, t2) = m(0)(t2).

Door de universele eigenschap van quotientafbeeldingen, bestaat er een unieke continue afbeelding h(u) :
S — A die aan (3.1) voldoet. O

Nu is het mogelijk om A te evalueren in verschillende pro-eindige verzamelingen die we al gezien hebben.

Voorbeeld 3.13. Bij het meest eenvoudige voorbeeld {*} zien we dat A({*}) = Cont({*}, A) = A.
Voorbeeld 3.14. Een interessanter voorbeeld is N*°. We zien dat dat

A(N>®) = Cont(N>°, A) = {Convergente rijen in A met een limietpunt}.

We zien namelijik dat als (2,)nenufoc} C Cont(N U {oo}) dat voor alle open omgevingen U van z, er een
N bestaat zodat voor alle n > N geldt dat z,, € U. Dit betekent in andere woorden dat (z,)nen naar
Zoo convergeert. We kunnen dus zeggen dat A(N U oco) de verzameling is van alle convergerende rijen in
A, samen met een limietpunt. De nadruk ligt hier op “een”, omdat in een niet-Hausdorff ruimte een rij
meerdere limietpunten kan hebben. Het limietpunt wordt dus niet helemaal bepaalt door de rij.
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Het blijkt dat het voorbeeld die we in sectie 1 gezien hebben ook geconstrueerd kan worden uit een topologie.
De singleteton gecondenseerde verzameling is namelijk gelijk aan {*}.

We zien nu dat alle voorbeelden van gecondenseerde verzamelingen die wij net gegeven hebben een gecon-
jugeerd analagon zijn van een topologie. Nu is het een interessante vraag of het mogelijk is om iedere
gecondenseerde verzameling te schrijven als een geconjugeerd analagon van een topologie. Dit blijkt niet zo
te zijn. Stel namelijk dat X = A voor een topologische ruimte A. Dan zien we dat als X ({*}) = {x}, dat
A = {x}, dus geldt er voor alle pro-eindige S dat X(S) = Cont(S, {*}) = {*}. Het is dus voldoende om te
laten zien dat er een gecondenseerde verzameling X bestaat zodanig X ({}) = {*} en X(S) # {} voor een
pro-eindige S.

Voorbeeld 3.15. We zullen nu een voorbeeld geven van een gecondenseerde verzameling dat niet gelijk is
aan een geconstrueerd analagon van een topologie. We zullen hier RP(S) = Cont (S, RP*) en R(S) =
Cont (S, R) voor een willekeurige pro-eindige S beschouwen als abelse groepen. Merk op dat RPiS¢r een grotere
topologie is dan R, dus zien we dat Cont(S, RP*r)  Cont(S,R). Dit betekent ook dat Cont(S, RPicr) een
ondergroep is van Cont(S,R). Dit maakt het mogelijk om de gecondenseerde verzameling X te definiéren
als

X (8) :=R(S)/RP*(S) = Cont (S, R)/Cont (S, RPer).

X(f) = 1lgl = lgo f]

voor een afbeelding f : T — S tussen pro-eindige verzamelingen. We zien dan dat X ({*}) = R({*})/RPser ({x}) =
R/R = {*}. We weten dat een rij alleen convergeert in RP" als het op een gegeven moment constant wordt.
We zien dus dat Cont(N>°, RPr) £ Cont(N*°, R) en daarom zien we dat

X(N%) = R(N™)/R2™(N%) # {x}

Hieruit volgt dat X onmogelijk gelijk kan zijn aan een gecondenseerd analagon van een topologie.

3.3 De topologische benaderingsfunctor

We zullen nu bewijzen dat de gecondenseerde analogonsfunctor een links geadjugeerde heeft. Hiervoor
moeten we een functor construeren van Cond naar Top. We zagen in voorbeeld dat A({*}) = A. Een
goede kandidaat voor de linksgeadjugeerde is dus X — X ({x}). Het enige probleem is dat deze functor naar
Set afbeelt en geen informatie bevat over de topologie. We zullen dus een topologie moeten definieren op

X({*})

Definitie 3.16. We zullen nu de een functor et,, : Cond — Top definiéren. Voor een gecondenseerde
verzameling X definiéren we X}, als X ({*}) met de volgende quotienttopologie:

L] v B8 x (.

BEX(N=>)

We kunnen dit ook formuleren als de kleinste topologie zodanig dat .y voor alle 3 € X(N°) continu is.
Voor twee gecondenseerde verzamelingen X en Y en een natuurlijke transformatie f : X — Y definiéren we

fTop = f{*} .
We moeten nu alleen nog wel bewijzen dat de topologische benaderingsfunctor goed gedefinieerd is.

Propositie 3.17. Voor f € Homcona(X,Y') geldt dat frop continu is.

Bewijs. Neem f € Homconda(X,Y). Door de universele eigenschap van de quotienttopologie is frop, continu
dan en slechts dan als f o| | B, continu is. Als het ons lukt om een continue afbeelding

v |_| N — |_| N

BeX(N><) YEY (N>°)
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te definiéren zodat

o L vis
ey ey N© ——— Y({+})

commuteert, dan zien we dat fro, continu is. Om de notatie makkelijker te maken zullen we de componenten

van Ugex(Nw)Nm en |_|,Y€X(NW)N°° respectievelijk indexeren als ({Ng"}ﬁexmm)en <{N’(;o}rer(N°°))'
Merk op dat f o 8 € Homcona(N>,Y). Dus kunnen we v definéren als

VlN?f (n) =nc N?%B

Om te laten zien dat v continu is, is het voldoende om te laten zien dat VINZO continu is voor alle § € X (N°°).

We zien dat voor een open U € |_|7€X(Nw) N°° geldt dat V\N_Elo (U) =N NU C NF. Daarnaast zien we dat

<|_|'y{*} ) V) |N;;c = |_|'y{*} o V|Nzo = |_|'y{*} o (fo Snen€ N?‘gﬁ)
= (foB)y = (ft © Bsy)
= (frop © By = (fTop ol | 5{*}) g
dus zien we dat | |y ov = frop o || B(sy en dus is frop continu. O

Het zal nu blijken dat de toplogische benaderingsfunctor een linksgeadjugeerde is van de gecondenseerde
analogonsfunctor.

Stelling 3.18. De functor
X — X(*)top

is een linkse adjunctie van A — A

Bewijs. Hiervoor definiéren we de isomorfisme
« HomCond<_7:) — HomTop(_top7 _)
als
axy(f) = fr-

Continuiteit van ax y(f): Als eerste zullen we bewijzen dat f.y continu is voor alle f € Homcona(—, =)
Door de universele eigenschap van de quotient topologie is het voldoende om te bewijzen dat fi.; o
(11 BEX(S) Bi«y) continu is. Door de universele eigenschap van het co-product is het voldoende om te
bewijzen dat fr,} o B, continu is voor alle § € X(S). Door zien we dat

Cont(S,Y) =Y (S) = Hom(S,Y)

. We zien dat f o € Hom(S,Y), dus we zien dat fi,; o B,y € Cont(S,Y). Hierdoor zien dat fr,y
continu is.

a is een natuurlijke transformatie: Om te bewijzen dat a natuurlijke transformatie is, moeten we aan-
tonen dat de volgende diagram commuteert voor alle f: X7 — Xoen g:Y; — Yo
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Homcona (X1, Y1) Xam Hommop (X1 (%), Y1)
—of —ofxy
Homcond (X2, Y1) —25 Hompep (X2 (%), Y1) - (3.2)

g«0— go—

Homcona (X2, Ya) DXy Hommop (Xa(%),Y2)

Zij h € Homcona(X2,Y1), dan moeten we bewijzen dat

hisy o fray = (ho f)ig (3.3)

en dat
gohgsy = (9« 0h)pay- (3.4)

Hierbij is (3.3)) per definitie waar en (3.4]) volgt uit het feit dat

(g )y = 2 y1) = (x = g(y1)) =y = g(y1) = g

Bijectiviteit van a: Om te bewijzen dat o bijectief is, moeten we bewijzen dat ax y bijectief is voor alle
X,Y. We definiéren ax y, waarbij S een pro-eindige verzameling is, 5 € X (S) en s € S als volgt:

ax'y (£)s(B)(s) = f o X(x > s)(B).

Nu zullen we aantonen dat a;(ly daadwerkelijk de inverse is van axy. We zien dat

(axw 0 0xy) (9)(8) = axly (9) () (8) = ¥ = g o X 1 #)(8) = g0 X(W(y)(8)  (3.5)
= goldx . (B) = 9(B). (3.6)

De omgekeerde richting is wat lastiger te bewijzen. Aangezien voor f € Homcong(X,Y) geldt dat f
een morfisme is tussen functoren, dus voldoet het aan commutatie diagram ({3.1)).

Fs(B)(s) = fs(B) o (x = 8) = (frzy 0 X (x = 8))(8) = (axly 0 ax.y)(£)s(B)(s)

3.4 Sequentiele ruimtes

Definitie 3.19. Zij X een topologische ruimte en A C X. Dan is A sequentieel gesloten dan en slechts
als voor elke convergerende rij (z,)neny C A geldt dat alle limietpunten zich in A bevinden.

Hieruit is het mogelijk om de topologische eigenschap van een sequentiele ruimte te definiéren.

Definitie 3.20. [§]Een topologische ruimte X is sequentieel als voor alle A C X geldt dat A gesloten is
dan en slechts dan als A sequentieel gesloten is.
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Het is ook mogelijk om een willekeurige topologische ruimte sequentieel te maken door alle sequentieel
gesloten verzamelingen gesloten te maken.

Definitie 3.21. Voor een toplogische ruimte X definiéren we de sequentialisatie x5°9, waarbij A C 254
gesloten is dan en slechts dan als A sequentieel gesloten is in X.

We zullen nu zien dat dit een nieuwe topologie oplevert.
Propositie 3.22. De sequentialisatie van een willekeurige topologische ruimte X is een goed gedefinieerde
topologie.
Bewijs. Zij X een topologische ruimte. We laten zien dat X5°d ook een topologische ruimte is.
(i) Dat () en X sequentieel gesloten zijn is triviaal.

(ii) Stel nu dat (A;);er C X een collectie sequentieel gesloten verzamelingen zijn. Neem nu een conver-
gerende 1ij (zn)nen € (V;e; An. Aangezien A; voor alle i € I sequentieel gesloten is zien we dat het
alle limietpunten van (z,),en bevat. Dus zien we dat [),.; A, alle limietpunten van (x,)nen bevat en
daardoor zien we dat (1,.; A, sequentieel gesloten is.

i€l

(i) Zij nu A; en Ay twee sequentieel gesloten verzamelingen. Stel nu dat (z,)neny C A1 U A2. We weten
zonder verlies van algemeenheid dat (z,,)nen een deelrij (z,, )ren € Ay heeft. Aangezien Ay sequentieel
gesloten is en omdat (2, )nen en (T, )nen dezelfde limietpunten hebben zien we dat alle limietpunten
bevat zijn in A; en dus ook in A; U As. We kunnen dus concluderen dat A; U A, sequentieel gesloten
is.

O

Uit de topologie weten we dat elke gesloten verzameling sequentieel gesloten is. Ook is het zo dat in eerst-
aftelbare ruimtes een sequentieel gesloten verzameling altijd gesloten is. Hieruit volgt dat alle eerst-aftelbare
ruimtes sequentiele ruimtes zijn. Een voorbeeld van een een ruimte dat niet sequentieel is, is de co-aftelbare
verzameling. Dit zou betekenen dat de co-aftelbare verzameling sequentieel gesloten verzamelingen bevat die
niet gesloten zijn. Sterker nog, we zullen zien dat in de co-aftelbare ruimte alle verzamelingen sequentieel
gesloten zijn.

Voorbeeld 3.23. Zij X een verzameling met de co-aftelbare topologie. Dan geldt voor alle A C X dat A
sequentieel gesloten is.

Bewijs. Zij (2y)nen C A een convergente rij en x zijn limiet. We zien dat X\{z,|z, # z,n € N} een open
omgeving is van 2. Dus bestaat er een N € N zodat voor alle n’ > N geldt dat z,, € X\{zp|z, # x,n € N},
oftewel dat x, # x, voor alle n € N waarbij x,, # x. Dus moet er gelden dat z = x,, voor alle n > N. We
zien nu dus dat z € A. O

Sequentiele topologieén zijn belangrijk wanneer we praten over gecondenseerde verzamelingen die geinduceerd
zijn door topologietn. Het blijkt namelijk zo te zijn dat A, gelijk is aan A in Top dan en slechts dan als
A sequentieel is. Het is ook mogelijk om nog een sterkere uitspraak te geven. Het blijkt namelijk zo te zijn
dat A, gelijk is aan de topologie van sequentiele gesloten verzamelingen van A, oftewel Ay, = ASea,

Stelling 3.24. Zij A een topologische ruimte. Dan geldt er dat A, = ASea,
Voordat we dit kunnen bewijzen moeten we eerst wat lemma’s bewijzen.
Lemma 3.25. De volgende uitspraken zijn equivalent:

1. B C A is sequentieel gesloten.

2. Voor iedere continue afbeelding f : N — A geldt dat f~1(B) gesloten is.

Bewsijs.
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(1) = (2) Stel dat B C A sequentieel gesloten is en zij f : N°° — A continu. Zeggen dat f : N — A
continu is, is equivalent aan zeggen dat (f(n))nen convergeert naar f(co). Nu kijken we naar twee
gevallen:

f(00) € B Stel eerst dat f(oo) € B. Dan zien we dat dat co € f~(B) en dus geldt er dat het
complement van f~1(B) alleen bestaat uit elementen van N, dus is het complement open en
f~Y(B) dus gesloten

f(00) ¢ B Stel nu dat f(oco) ¢ B. Stel nu dat f~!(B) oneindig veel elementen heeft. Dan zou dit
betekenen dat (f(n))nes-1(p) eenrij is die volledig in B bevat is. Aangezien B sequentieel gesloten
is mag (f(n))nes-1(p) niet naar een element buiten B convergeren. Dit is een tegenspraak met dat
f(o0) ¢ B limiet is van (f(n)),ef-1(p)- Dit betekent dat f~(B) C N eindig is en dus gesloten.

-(1) = —(2) Stel nu dat B C A niet sequentieel gesloten is. Dit betekent dat er een rij (z,)neny C B
bestaat waarbij lim, . z, € A\B. Definieer nu f : N* — A als f(n) = z, voor alle n € N
en f(oo) = limy_yo0 n. Aangezien (f(n)), € N naar f(oo) convergeert zien we dat f continu is.
Tegelijkertijd zien we dat f~!(B) = N en dus is f~1(B) niet gesloten.

O
Nu kunnen we stelling gaan bewijzen

Bewijs van stelling[3.2] Aangezien Ar,, de volgende quotiént toplogie heeft:

Top

1] ~Ya
f€Cont (N> A)

-1
is zeggen dat B C Ar,, gesloten is equivalent aan zeggen dat <|_|f600m(Noo A) f) (B) gesloten is. Dit

is weer equivalent aan zeggen dat f~!(B) gesloten is voor alle f € Cont(N°°, A). Wegens lemma
is dit equivalent met zeggen dat B C A sequentieel gesloten is. We zien dat de gesloten verzamelingen
overeenkomen met de sequentieel gesloten verzamelingen, dus kunnen we zeggen dat A, = ASea, O

Gevolg 3.26. Zij A een topologische ruimte. Dan geldt er dat A = A dan en slechts dan als A een

sequentiele ruimte is.

Top

Bewijs. Zeggen dat Ar,, = A is equivalent aan zeggen dat ASed = A Dit is weer equivalent aan dat A een
sequentiele ruimte is. O

Voorbeeld 3.27. Voor elke verzameling X noteren we X als X met de co-aftelbare topologie en X' als
X met de discrete topologie. Er geldt dan dat

chT _ XDis

£ __Top .
Bewijs. Wegens stelling geldt er dat B C X, gesloten is dan en slechts dan als B sequentieel gesloten
is in X°°. Wegens propositie weten we dat alle verzamelingen in X°° sequentieel gesloten zijn, dus geldt er
dat X, = XDis O
Als we nu Seq definiéren als de volle deelcategorie van Top van alle sequentie ruimten. Dan geldt er dat de
restrictie van de gecondenseerde analagon functor op Seq fully faithfull is. Om dit te bewijzen zullen we de
volgende uitspraak bewijzen:

Vanuit hier kunnen we het volgende bewijzen:

Gevolg 3.28. De volgende twee uitspraken zijn equivalent voor alle topologische ruimten X :
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(i) Voor alle topologische ruimten'Y geldt dat de volgende afbeelding een isomofisme is:

Homrpop(X,Y) = Homegona(X,Y)
[ fe

(i) X is een sequentiele ruimte

Bewijs. Door stelling weten we dat Homeong (X, Y) isomorf is aan Homgp (X Top> Y). Door gevolg|[3.26
weten we dat Homrpop(Xop,,,Y) isomorf is aan Hompep(X59,Y). We krijgen nu het volgende commutatie
diagram:

HomTop (X7 Y) L Homconqa (K; X)

Homop, (Xseq, Y)

Merk op dat aangezien ax y bijectief is, het voldoende is om te laten zien dat ¢ bijectief is. We zullen nu
laten zien dat ¢ de inclusie is. We zien namelijk dat

Uf)(@) = axy(f)(x=z) = fo(x—=a)=x fz) = f(z),
dus is ¢ inderdaad de inclusie. Nu zullen we laten zien dat uitspraken (i) en (ii) equivalent zijn aan elkaar:

(i) = (ii) Stel dat f — f. : Homrop(X,Y) = Homeona (X, Y) bijectief is voor alle topologische ruimte Y.
Dan weten we dat ¢ ook bijectief is. Kies nu Y = X5, We weten dat Idx € Homr,, (X 54, X5¢).
Aangezien ¢ bijectief is zien we dat Idy € Homr,p (X, X59), dus moet X sequentieel zijn.

(ii) = (i) Stel nu dat X sequentieel is, oftewel dat X = X5°9. We zien dan dat voor we willeurige Y’
geldt dat de inclusie ¢ = Idpomy,, (x,y) en dus is ¢ een isomorfisme, waaruit volgt dat f — f. ook een
isomorfisme is.

O
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