Hoofdstuk 1

Pro-eindige verzamelingen

In dit hoofdstuk zullen wij de definitie geven van een pro-eindige verzamelingen. Er moet wel opgemerkt wor-
den dat wat wij beschouwen als een pro-eindige verzameling, doorgaands een lichte pro-eindige verzameling
genoemd wordt (zie opmerking 1.3). Daarna zullen we wat voorbeelden geven van pro-eindige verzamelingen.
Een belangrijk voorbeeld hiervan is de Cantorverzameling. Aan het einde van het hoofdstuk zullen we ook
een karakterisatie geven van pro-eindige verzamelingen. We gebruiken in deze bewijzen de resultaten uit
hoofdstuk 1 over de product topologie.

De definitie van een pro-eindige verzameling is afkomstig van “Galois theory for schemes”H. W. Lenstra.
De voorbeelden van pro-eindige verzamelingen zijn afkomstig van een hoorcollege door Peter Scholze over
gecondenseerde verzamelingen. Ook de karakterisatie van pro-eindige verzamelingen is hier van afkomstig.

1.1 Definitie en voorbeelden

Definitie 1.1. Een invers systeem in een categorie C is een collectie objecten {X,,},en samen met een
collectie morfismes (f,, : Xp+1 — Xn)nen-

Voor een invers systeem van topologieén zullen we nu een inverse limiet bepalen.

Definitie 1.2. Zij {X,, }»cn een collectie topologische ruimten en (f,, : X, 11 — Xn)nen een collectie afbeel-
dingen. De inverse limiet is gedefinieerd als volgt:

l'ngn = {(azn)neN € HXi | fr(®nt1) =y, voor alle n € N} .

neN ieN

waarbij ?L“new X, de deeltopologie heeft van [ ],y X;.

Opmerking 1.3. Feitelijk is @neN X, misbruik van notatie, omdat het naast {X,, }nen ook athankelijk is
van (fn)nen. Elke keer dat een inverse limiet gebruikt wordt zal het uit de context duidelijk moeten zijn
wat deze morfismes zijn.

Definitie 1.4. Een topologische ruimte is pro-eindig als het homeomorf is met een inverse limiet van
eindige, discrete topologieén.

Opmerking 1.5. De definitie van een pro-eindige verzameling die we hier geven is niet helemaal correct.
In feite hebben we hier alleen over lichte pro-eindige verzamelingen. Toch zullen wij deze verzamelingen
aanduiden als pro-eindige verzamelingen aangezien we geen andere pro-eindige verzamelingen tegen zullen
komen behalve lichte pro-eindige verzamelingen.

Om te bewijzen dat een topologische ruimte pro-eindig is moeten we eerst een invers systeem opstellen en
dan bewijzen dat de ruimte homeomorf is aan de inverse limiet van het systeem. Om dit laatste te bewijzen
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is het nodig om een homeomorfisme op te stellen. Het is vrij omslachtig om te bewijzen dat een functie naar
een inverse limiet continu is met de topologie die we hier gegeven hebben. Vandaar dat we nu een lemma
geven waardoor het makkelijker zal zijn om te zien of een afbeelding uit een pro-eindige verzameling continu
is.

Lemma 1.6. Zij T een topologische ruimte en {X;};cr een collectie topoligische ruimtes. Als voor F : T —
@iel X, geldt dat F; voor alle v € I continu zijn, dan is F' continu.

Bewijs. Zij ¢ : @iel Xi = [lic; Xi de inclusie. Aangezien @iel X; de deeltopologie heeft, is F' continu als
t o F continu is. Vanwege lemma 7?7 weten we dat ¢ o F' continu is als m; o . 0o F' = m; o F' continu is. We
concluderen dus dat F' continu is als het continu is in zijn componenten. O

Voorbeeld 1.7. Een voorbeeld van een pro-eindige verzameling is NU oo met met de volgende topologische
basis:
U (NN, N +1,...,00}}.

NeN

Deze toplogische ruimte noteren we met N°°.

Om te laten zien dat voorbeeld 1.7 een pro-eindige verzameling is moeten we een homeomorfisme opstellen
met een inverse limiet. Voor het inverse systeem moeten we een collectie eindige verzamelingen (X,,)nen
definiéren samen met een collectie afbeeldingen (f,, : Xp+1 — Xpn)nen. Dit doen we als volgt:

XO = {OO}
Xpn = Xp—1 U{n — 1} voor alle n € N\{0}.

En de afbeeldingen definiéren we zodat alles dat niet naar zichzelf gestuurd kan worden naar oneindig wordt

gestuurd:
m alsm<mn
m) = .
fu(m) {oo anders

Nu moeten we een homeomorfisme F' : N> — ], _ X, definiéren:

neN

Fy(m) = {m alsm<n.
oo anders

Dat F injectief is, is triviaal. Nu zullen we bewijzen dat F surjectief is. Stel dat (z,,)nen € @neN X,. Als
voor alle n € N geldt dat =, = oo dan zien we dat F(00) = (2n)nen. Als er niet geldt dat x,, = co voor
alle n € N nemen we de kleinste m € N zodanig dat x,, # co. Er geldt dat z,, € X,,, dus z,,, < m — 1.
Bovendien geldt er dat f,,—1(2m) = Tm-1 = o0, dus x,, > m — 1. Hieruit volgt dat z,, = m — 1. Aangezien
fru(@ny1) = xp, voor alle n € N zien we met inductie dat x,, = m — 1 voor alle n > m. We zien dus dat
F(m—1) = (n)nen-

Door lemma 1.6 is het voldoende om te bewijzen dat de componenten van F' continu zijn. Observeer dat
voor alle n € N en m € X,,\{oo} geldt dat F~1({m}) = {m} en dat F,;*({cc}) = {n,n+1,...,00}. Het
teruggehaald beeld van alle singletons zijn open en dus is Fj, continu, waaruit we kunnen concluderen dat
F ook continu is.

Onthoudt dat N°° een gesloten deelruimte is van de compactificatie van de reéle getallen R*>°. Hieruit volgt
dat N°° compact is. Ook zullen we later in lemma 1.9 bewijzen dat alle pro-eindige verzamelingen Hausdorff
zijn. We kunnen hieruit concluderen dat F~! ook continu is en dus is F' een homeomorfisme.

Voorbeeld 1.8 (Cantor verzameling). Een ander voorbeeld van een pro-eindige verzameling is de Cantor
verzameling. Onthoudt dat de cantor-verzameling gelijk is aan
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1 1
ﬂ Cp, waarbij Cp :=[0,1] en C,, := gcn_l U (1 — 30,1_1) voor alle n € Nxg.
neN

Net als in het eerdere voorbeeld moeten we een invers systeem definiéren. Definieer X, als de verzameling
van componenten van C,. We zien dan bijvoorbeeld dat X, = {[0,1/9],[2/9,1/3],[2/3,7/9],[8/9,1]}. Voor
ons invers systeem hebben we ook nog morfismes nodig. Om deze te definiéren zal het ons helpen om eerst
een afbeelding

F:C%@Xn

neN

te construeren. We definiéren F,,(z) € X, als de unieke [a, b] € X,, zodanig dat = € [a, b]. Het is ook mogelijk

om F), expliciet uit te schrijven:
3| 2 |x23"| 2 1
Flo)=||—| —,|— | =+ —|. 1.1
=[] [T s =

Nu kunnen we f,, : X41 — X, voor iedere n € N simpelweg definiéren als f,([a,b]) = F,,(a) = F,,(b).

We kunnen nu ook zien dat F' wel-gedefinieerd is. Voor willekeurige z € C' en n € N bestaat er een unieke
[an,by] € X, zodat x € [ay,b,] en een unieke [an41,bn41] € Xpt1 zodat & € [an41,bn+1]. Bovendien zien
we ook dat Fy,(z) = [an,b,] en Fr11(x) = [ant1, bnt1]- We zien door (1.1) dat [an41,bnt1] C [an, by], dus
ook dat f([ant1,bnt1]) = Flant1) = F(bn+1) = [an, bal-

Nu we de inverse limiet hebben gedefinieerd hoeven we alleen nog te laten zien dat F' een homeomorfisme
is. Stel dat + # y. Dan weten we dat lim, % = Zo0o0 en dus bestaat er een n € N zodanig
dat

%‘ > 1. Voor deze n zien we ook dat L%J # L%J en dus geldt er dat F(z) # F(y). We
zien dus dat F injectief is. Om surjectiviteit te bewijzen nemen we ([an,bn])nen € @neN X,. We zien

dan dat |ap41 — bpy1| = %|an — by| en dat [an41,bnt1] C [an,bn] voor alle n € N. Hieruit zien we dat
Mpenl@n, bn] = {2} voor een x € [0,1]. We zien dan dat F;,(z) = [an, by].

Om te bewijzen dat F' continu is hoeven we wegens lemma 1.6 alleen te bewijzen dat F,, continu is voor
iedere n € N. Voor een zekere [a,b] € X,, zien we dat F, *([a,b]) = [a,b] N C. Omdat X,, eindig is, zien we
nu dat een teruggehaald beeld van elke gesloten verzameling gesloten is en dus is F;, continu.

We weten dat de cantor verzameling een gesloten deelruimte is van [0, 1], dus is het compact. In lemma 1.9
zullen we bewijzen dat alle pro-eindige verzamelingen Hausdorff zijn. Hieruit kunnen we concluderen dat
F~! ook continu moet zijn en daarom is F' een homeomorfisme en de Cantor verzameling een pro-eindige
verzameling.

1.2 Karakterisatie van Pro-eindige verzamelingen

We zullen nu bewijzen dat pro-eindige verzamelingen voldoen aan een aantal topologische eigenschappen.
Het blijkt namelijk dat alle pro-eindige verzamelingen Hausdorff, compact, totaal onsamenhangend en me-
triseerbaar zijn. Omgekeerd geldt er ook dat alle ruimtes die Hausdorff, compact, totaal onsamenhangend
en metriseerbaar zijn, pro-eindig zijn. Dit laatste zullen we hier niet bewijzen.

Lemma 1.9. Pro-eindige verzamelingen zijn Hausdorff.
Bewijs. Een discrete topologie is altijd Hausdorff. Een product van Hausdorff-ruimtes is opnieuw Hausdorff
en een deelruimte van een Hausdorff-ruimte is ook Hausdorff. Een inversie limiet is altijd een deelruimte van

een product van discrete topologieén en daarom is een inverse limiet altijd Hausdorff. Aangezien Hausdorff
een topologische eigenschap is zijn pro-eindige verzamelingen ook Hausdorff. O

Lemma 1.10. Pro-eindige verzamelingen zijn compact.
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Bewijs. We zien dat

@Xn = {(xn)neN € HXi | fr(@pi1) =, voor alle n € N} (1.2)

neN iEN
= ﬂ {(IH)TLGN S HX'L ‘ fn(xn—i-l) = In} (13)
neN ieN
=N U [T x| <<t x | I X (1.4)
neNz, Xy iE{O,...,?’L—l} 1E€ENS nt1
(1.5)
We zien dat
[I x|x@dxrtden<| I x
i1€{0,...,n—1} 1ENS 41

gesloten is voor alle n € N en z,, € X,, . Aangezien X, eindig is voor alle n € N zien we dat @neN X,, ook
gesloten is.

We weten dat eindige discrete topologieén altijd compact zijn. Door de stelling van tychonov is het product
van eindige discrete topologieén ook compact. Aangezien @%N X, een gesloten deelruimte is van een
product van eindige discrete topologieén is yLnneN X, ook compact. Aangezien compactheid een topologische
eigenschap is betekent dit dat alle pro-eindige verzamelingen compact zijn. O

Definitie 1.11 (Totaal onsamenhangende ruimte). Een ruimte is totaal onsamenhangend als de enige sa-
menhangende componenten singletons zijn.

Lemma 1.12. Pro-eindige verzamelingen zijn totaal onsamenhangend.

Bewijs. De discrete topologie is totaal onsamenhangend. Aangezien producten en deelruimtes van totaal
onsamenhangende ruimtes opnieuw onsamenhangend zijn, zien we dat de inverse limiet totaal onsamenhan-
gend is. Aangezien totaal onsamenhangendheid een topologische eigenschap is zien we dat alle pro-eindige
topologieén totaal onsamenhangend zijn. O

Propositie 1.13. Pro-eindige verzamelingen zijn metriseerbaar.

Bewijs. We weten dat discrete topologieén metriseerbaar zijn. Door stelling 7?7 weten we dan dat een aftel-
baar product van discrete topologieén metriseerbaar is. Aangezien een deelruimte van een metrische ruimte
weer metriseerbaar is, weten we dat een invers limiet van discrete topologieén metriseerbaar is. Aangezien
metriseerbaarheid een topologische eigenschap is zien we dat alle pro-eindige verzamelingen metriseerbaar
zijn. O



